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Το αεροπλάνο πετά παρότι είναι πολύ βαρύτερο από τον αέρα. Οι πιλότοι
για να απογειώσουν το αεροπλάνο επιδιώκουν να έχουν αντίθετα τον άνεµο.
Όταν φυσά δυνατά, µερικές στέγες αναρπάζονται από τον αέρα. Οι βρύσες
στους ψηλότερους ορόφους µιας πολυκατοικίας έχουν µικρότερη ροή
νερού από τις βρύσες των χαµηλότερων ορόφων. Τα παραπάνω είναι µερικά
από τα φαινόµενα που µπορούν να ερµηνευτούν µε τη µελέτη των ρευστών
σε κίνηση.

Για να περιγράψουµε ενεργειακά τα ρευστά έχουµε εισάγει τα φυσικά
µεγέθη: δυναµική ενέργεια ανά µονάδα όγκου του ρευστού, κινητική
ενέργεια ανά µονάδα όγκου του ρευστού, µηχανική ενέργεια ανά µονάδα
όγκου του ρευστού και έργο δύναµης ανά µονάδα όγκου του ρευστού.

23Ε1
Δυναμική

ενέργεια ανά
μονάδα όγκου
του ρευστού

U
V

gh

U
∆

= ρ

Μια στοιχειώδης µάζα ∆m ενός ρευστού έχει δυναµική
ενέργεια ίση µε .

∆ιαιρώντας µε τον όγκο ∆V που καταλαµβάνει η µάζα ∆m

και παίρνοντας υπόψη ότι προκύπτει:

(23.1)
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23Ε2

Κινητική
ενέργεια ανά
μονάδα όγκου
του ρευστού
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Μια στοιχειώδης µάζα ∆m ενός ρευστού έχει κινητική

ενέργεια ίση µε .

∆ιαιρώντας µε τον όγκο ∆V που καταλαµβάνει η µάζα ∆m

και παίρνοντας υπόψη ότι προκύπτει:

(23.2)

Προτεινόµενα θέµατα: / / / 14.ε9
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Μια στοιχειώδης µάζα ∆m ενός ρευστού έχει µηχανική
ενέργεια ίση µε

∆ιαιρώντας µε τον όγκο ∆V που καταλαµβάνει η µάζα ∆m

και παίρνοντας υπόψη ότι προκύπτει:

(23.3)

Προτεινόµενα θέµατα: Π.1/ /23.27
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23Ε4

Έργο δύναμης
ανά μονάδα
όγκου του
ρευστού
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+
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Για τη ροή ενός ρευστού απαιτείται διαφορά πίεσης. Η
διαφορά αυτή πίεσης δηµιουργεί δυνάµεις που ασκούνται
στο ρευστό που µελετάµε από το περιβάλλον του (που
επίσης είναι ρευστό). Αν η στοιχειώδης µάζα ρευστού που
µελετάµε έχει όγκο ∆V, τότε οι δυνάµεις που αναπτύσ-
σονται λόγω της διαφοράς πίεσης του δίνουν ενέργεια
µέσω έργου* που είναι ίση:

(23.4)

*Βλέπε και απόδειξη του νόµου του Bernoulli.
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23ΠΕΙΡ1

Διαφορά
πίεσης κατά

μήκος σωλήνα
με

στένωση

Στο σχήµα δείχνεται
ένας οριζόντιος σωλή-
νας µεταβλητής διατο-
µής στον οποίο ρέει
ρευστό. Παρατηρούµε
ότι το ύψος της στήλης
του υγρού στον κατακό-
ρυφο σωλήνα 1 είναι µε-
γαλύτερο από το ύψος
της στήλης του υγρού στον κατακόρυφο σωλήνα 2. Το φαι-
νόµενο αυτό αποτελεί απόδειξη* ότι η πίεση στην περιοχή
Α είναι µεγαλύτερη από την πίεση στην περιοχή Β.

*Προκύπτει από το συνδυασµό των 21Ε1 και 21Ν1.

reusta-c(1-12):kef-11 OHP.qxd 29/12/2015 5:53 μμ 2



3

Ερµηνεία Πειραµατικών ∆εδοµένων

Σύµφωνα µε την εξίσωση της συνέχειας η ταχύτητα ροής στη διατοµή 2
είναι µεγαλύτερη από την ταχύτητα ροής στη διατοµή 1, δηλαδή µια στοι-
χειώδης µάζα καθώς µετακινείται από τη διατοµή 1 προς την 2 επιταχύνεται.
Το συµπέρασµα αυτό µας οδηγεί σε δύο συλλογισµούς.

Πρώτον, σύµφωνα µε το Θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής για να συµβαί-
νει επιτάχυνση των µαζών του ρευστού που βρίσκονται µεταξύ των διατο-
µών 1 και 2 πρέπει να δέχεται από το περιβάλλον ρευστό συνολική δύναµη
προς τα δεξιά, αυτό θα συµβεί µόνο αν η πίεση στο 1 είναι µεγαλύτερη από
την πίεση στο 2, καθώς τα ρευστά ρέουν από µεγαλύτερες προς µικρότερες
πιέσεις. Άρα, η πίεση* ενός ρευστού σε µια θέση σχετίζεται µε την ταχύ-
τητά του στη θέση αυτή.

∆εύτερο, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Έργου Ενέργειας, αφού η κινητική
(άρα και η µηχανική) ενέργεια των µαζών του ρευστού αυξάνεται πρέπει
κάποια µη συντηρητική δύναµη να προσφέρει ενέργεια µέσω έργου στο
ρευστό. Η δύναµη αυτή προέρχεται από τη διαφορά πίεσης και την ασκεί το
περιβάλλον ρευστό, στο ρευστό που βρίσκεται µεταξύ των διατοµών 1 και 2.

* Να θυµηθούµε από τη µελέτη των ρευστών σε ισορροπία ότι η πίεση ενός ρευστού

εξαρτάται και από το ύψος h.

Προτεινόµενα θέµατα: / 23.18 /
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Η εξίσωση του Βernoulli είναι µια σχέση που συνδέει την
πίεση, την ταχύτητα ροής και το ύψος σε ένα σωλήνα ή µια
φλέβα στην οποία ρέει ιδανικό ρευστό. Σύµφωνα µε αυτή:

Το άθροισµα της πίεσης, , της κινητικής ενέργειας

ανά µονάδα όγκου, και της δυναµικής ενέρ-

γειας ανά µονάδα όγκου του ρευστού, , έχει την

ίδια σταθερή τιµή σε οποιοδήποτε σηµείο µιας ρευµα-

τικής φλέβας.

(23.5)

Η πίεση είναι η πίεση που µετρά ένα µανόµετρο, αν
τοποθετηθεί µε τέτοιο τρόπο στη φλέβα, ώστε να µην
επηρεάζει την ροή της.

Να τονίσουµε ότι η εξίσωση Βernoulli ισχύει µόνο για
ιδανικά ρευστά και µόνο για σηµεία που ανήκουν στην ίδια
ρευµατική φλέβα.
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Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι η Εξίσωση του Βernoulli
είναι συνέπεια της Αρχής ∆ιατήρησης της Ενέργειας
στα ρευστά.

Προτεινόµενα θέµατα: 23.Π1, 23.6, 23.10 , 23.11, 23.12
/ 23.15, 23.16, 23.17, 23.19, 23.20, 23.24, 23.25, 23.26 /
23.40, 23.41, 23.42, 23.43, 23.ε1, 23.ε2, 23.ε3, 23.ε4,
23.ε5 / 23.75, 23.77, 23.78, 23.79, 23.80, 23.81, 23.ε8

ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΤΟΥ ΒERNOULLI

Θεωρούµε ένα ιδανικό (ασυ-
µπίεστο) ρευστό το οποίο ρέει σε
πλάγιο σωλήνα µεταβλητής διατο-
µής. ∆ιαλέγουµε δύο σηµεία Β
και Γ που είναι σηµεία της ίδιας
ρευµατικής γραµµής τα οποία
βρίσκονται σε ύψη h1 και h2 από
το έδαφος αντίστοιχα. Η πίεση
στο Β είναι p1 και στο σηµείο αυτό
η διατοµή του σωλήνα είναι Α1

ενώ στο Γ, p2 και Α2 (Α2<Α1) αντί-
στοιχα. Θεωρούµε σαν σύστηµα
το ρευστό µεταξύ των Β και Γ και
ότι αυτό ρέει από το Β προς το Γ. Επειδή η διατοµή του σωλήνα από το Β προς
το Γ µειώνεται, σύµφωνα µε το νόµο της συνέχειας η ταχύτητα του ρευστού
αυξάνεται, άρα το ρευστό επιταχύνεται µε τη βοήθεια µιας δύναµης που
ασκείται σε αυτό από το περιβάλλον του.

Σε χρονικό διάστηµα ∆t ένα στοιχειώδες τµήµα µάζας ∆m του ρευστού
µετατοπίζεται από το Β προς το Γ. Εφαρµόζουµε για το ∆m το θεώρηµα
έργου ενέργειας (ΘΕΕ).

(23.6)

όπου WFεξ είναι το έργο που προσφέρεται στο ρευστό από το περιβάλλον
του, το οποίο περιβάλλον του ασκεί δύναµη κατά τη µετακίνησή του από το
Β στο Γ. Η δύναµη αυτή προέρχεται από τη διαφορά πίεσης που προκαλεί
το περιβάλλον ρευστό στο ρευστό που βρίσκεται µεταξύ των διατοµών Α1

και Α2. Το έργο αυτό είναι το έργο της δύναµης F1 (F1∆x1) που είναι θετικό
και της δύναµης F2 (F2 ∆x2) που είναι αρνητικό, δηλαδή
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Επειδή το ρευστό είναι ασυµπίεστο, ∆V1=∆V2=∆V και η παραπάνω σχέση

γίνεται

To έργο του βάρους είναι και είναι
αρνητικό αφού η στοιχειώδης µάζα ∆m κατά τη µετακίνησή της από το Β στο
Γ ανεβαίνει. Αντικαθιστώντας στην (23.6) παίρνουµε

(23.7)

Εποµένως για οποιοδήποτε σηµείο ενός ιδανικού ρευστού ισχύει

Η τελευταία σχέση αποτελεί την εξίσωση του Bernoulli.
Η παραπάνω εξίσωση όπως αποδείξαµε αποτελεί µια έκφραση της αρχής
διατήρησης της ενέργειας στα ρευστά και ισχύει κάτω από τις εξής προR-
ποθέσεις:
• Το ρευστό είναι ασυµπίεστο,
• Οι τριβές µεταξύ του ρευστού και των τοιχωµάτων του σωλήνα είναι αµε-

λητέες,
• Η ροή είναι στρωτή.

Προτεινόµενα θέµατα: 23.Π1, 23.6, 23.10, 23.11, 23.12 / 23.15, 23.16, 23.17,
23.19, 23.20, 23.24, 23.25, 23.26 / 23.40, 23.41, 23.42, 23.43, 23.ε1, 23.ε2,
23.ε3, 23.ε4, 23.ε5 / 23.65, 23.66, 23.75, 23.77, 23.78, 23.79, 23.80, 23.81,
23.ε8
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23Ν2
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Αναδιατυπώνοντας τη σχέση (23.6) φθάνουµε στην εξής
µορφή:

(23.8)

Άρα η εξίσωση ή νόµος του Βernoulli µπορεί να διατυ-
πωθεί και ως εξής:

Το έργο των δυνάµεων που ασκούνται σε ένα ρευ-
στό ισούται µε το άθροισµα της µεταβολής της κινη-
τικής και δυναµικής ενέργειας του ρευστού.

Προτεινόµενα θέµατα: / 14.35, 14.36 /14.42, 14.61, 14.67/
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Εξίσωση του
Βernoulli σε

οριζόντια φλέβα.
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Σε µια οριζόντια φλέβα το ύψος h του υγρού παρα-
µένει σταθερό, οπότε η σχέση (23.6) γίνεται:

(23.9)

Η τελευταία σχέση µας οδηγεί στα εξής δύο συµπερά-
σµατα.

Α. Όταν µια οριζόντια φλέβα στενεύει τότε: επειδή λόγω
της εξίσωσης της συνέχειας η ταχύτητα ροής αυξάνεται,
η πίεση λόγω της εξίσωσης του Βernoulli ελαττώνεται.

Β. Σε µια οριζόντια φλέβα το έργο λόγω διαφοράς πίεσης,
µετατρέπεται σε µεταβολή της κινητικής ενέργειας. Αυτό
προκύπτει αν αναδιατάξουµε τη σχέση (23.7) και πολλα-
πλασιάσουµε µε ∆V.

Προτεινόµενα θέµατα: 23.2, 23.3, 23.4, 23.6, 23.7, 23.8, /
23.14, 23,21, / 23.28, 14.30, 23.31, 23.32, 23.33, 23.45, 23.47,
23.48, 23.49, 23.50, 23.51, 23.52, 23.53, 23.55, 23.58, 23.60,
23.61, 23.62, 23.ε6 / 23.67, 23.68, 23.69, 23.70, 23.72, 23.73,
23.74, 23.75, 23.83, 23.84, 23.85, 23.ε7, 23.ε10
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23Ν4

Νόμος του
Βernoulli

στα
αέρια.

Για την απόδειξη της Εξίσωση του Βernoulli δεχτήκαµε ότι το
ρευστό είναι µη συµπιεστό. Στα αέρια που είναι συµπιεστά θα
έπρεπε ο νόµος να µην ισχύει. Όµως βρίσκεται ότι για ταχύ-
τητες µικρότερες των 150m/s ισχύει µε πολύ καλή προσέγ-
γιση, ενώ για ταχύτητες που πλησιάζουν την ταχύτητα του
ήχου (340m/s) υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις.

Στα αέρια πολύ συχνά έχουµε ένα εµπόδιο να κινείται µέσα
στον ακίνητο αέρα. Μια τέτοια περίπτωση είναι το αεροπλάνο
που πετά.

Τα φαινόµενα ροής γύρω από ένα σώµα είναι ίδια είτε το
σώµα κινείται και το ρευστό ηρεµεί, είτε το σώµα ηρεµεί και
το ρευστό κινείται µε αντίθετη ταχύτητα. Έτσι, όταν έχουµε
εµπόδιο που κινείται µέσα σε ακίνητο ρευστό (π.χ. αερο-
πλάνο), η ταχύτητα που υπεισέρχεται στην εξίσωση του
Bernoulli, είναι η σχετική ταχύτητα του ρευστού ως προς το
εµπόδιο. ∆ηλαδή, την εξίσωση του Bernoulli την γράφει ο
παρατηρητής που βρίσκεται πάνω στο εµπόδιο.

Προτεινόµενα θέµατα: 23.9, 23.13 / / 23.44, 23.46,
23.56, 23.57, 23.63, 23.64.

23Σ1

Μεθοδολογία
εφαρμογής της

εξίσωσης (νόμου)
του Βernoulli.

Κατά την εφαρµογή της εξίσωσης του Βernoulli πρέ-
πει να έχουµε υπόψη µας τα εξής:

Α. Σε ένα ακίνητο ρευστό οι προRποθέσεις εφαρµογής
του νόµου του Bernoulli ισχύουν, άρα ο νόµος εφαρµό-
ζεται και σε ακίνητα ρευστά.

Β. Σε µια οριζόντια φλέβα ανεξάρτητα από στενώσεις
θεωρούµε ότι η δυναµική ενέργεια του ρευστού δεν
µεταβάλλεται, οπότε ο όρος παραµένει σταθερός.

Γ. Στον όρο ρgh, το h εκφράζει το ύψος της στοιχειώδους
µάζας από το επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας,
ενώ στον τύπο της υδροστατικής πίεσης, p=ρgh, το h
δηλώνει βάθος από την ελεύθερη επιφάνεια του υγρού.

∆. Ένα ρευστό που ρέει σε σωλήνα, µόλις εξέλθει στην
ατµόσφαιρα θεωρούµε ότι έχει πίεση ίση µε την ατµο-
σφαιρική, pατµ.

Ε. Ο νόµος του Βernoulli εφαρµόζεται και στα αέρια.
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8 H ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ BERNOULLI

Εφαρμογές του νόμου του Bernoulli .

• Ψεκαστήρας.

Με τη βοήθεια της ελαστικής κάψας διοχε-
τεύουµε αέρα στον οριζόντιο σωλήνα ο οποίος
εξέρχεται από το άκρο του 1. Σύµφωνα µε την
εξίσωση του Bernoulli, στο σηµείο 1 της ρευ-
µατικής φλέβας που το ρευστό (αέρας) έχει
µεγάλη ταχύτητα, η πίεση είναι µικρότερη από
το σηµείο 2, που είναι ίση µε την pατµ όση και
στην επιφάνεια του υγρού. Έτσι, το υγρό του
δοχείου ανέρχεται τον κατακόρυφο σωλήνα και
παρασυρόµενο από το οριζόντιο ρεύµα του
αέρα εκτοξεύεται υπό µορφή σταγονιδίων.

• Αναρπαγή στέγης

Όταν φυσάει άνεµος οριζόντια µε µεγάλη ταχύ-
τητα υπάρχει κίνδυνος αρπαγής µιας στέγης.
Καθώς ο άνεµος περνά από το υψηλότερο ση-
µείο της στέγης (σηµείο 2 στο σχήµα), υπάρχει
στένωση των ρευµατικών γραµµών, δηλαδή
αύξηση ταχύτητας και σύµφωνα µε την εξίσωση
του Bernoulli ελάττωση της πίεσης, .
Στο εσωτερικό του σπιτιού (σηµείο 3) η πίεση
είναι ίση µε την ατµοσφαιρική, δηλαδή ακόµα
µεγαλύτερη από την . Έτσι, λόγω της δια-
φοράς πίεσης µεταξύ του εσωτερικού και εξω-
τερικού της στέγης αναπτύσσονται δυνάµεις
κάθετες στην επιφάνεια της, µε φορά προς τα
πάνω, που ξεπερνώντας κάποιο όριο µπορούν
να την ξεκολλήσουν.

• ∆υναµική άνωση και ανύψωση του αεροπλάνου.

Η κίνηση ενός αεροπλάνου είναι η περίπτωση
ενός εµποδίου που τρέχει µέσα σε ακίνητο
ρευστό. Τα φτερά του αεροπλάνου έχουν τέ-
τοια τοµή ώστε όπως αυτό κινείται, να υπάρχει
πύκνωση των ρευµατικών γραµµών του αέρα
στο πάνω µέρος και αραίωση στο κάτω. Η
διαφοροποίηση αυτή δηµιουργεί διαφοράς
πίεσης µεταξύ του κάτω και πάνω µέρους του
αεροπλάνου.

p∞

p p

g

2 < ∞
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1

Στον οριζόντιο σωλήνα του σχήµατος (α) είναι
προσαρµοσµένος κατακόρυφος λεπτός σωλή-
νας. Στον οριζόντιο σωλήνα ρέει υγρό πυκνό-
τητας ρ, µε ταχύτητα υ και στον κατακόρυφο
σωλήνα σχηµατίζεται στήλη ύψους h1.
A α. Ποιες από τις πιέσεις των σηµείων Α,Β,Γ

του σχήµατος συνδέονται µεταξύ τους µε
το νόµο του Bernoulli;

β. Να βρεθεί η πίεση pΒ σε συνάρτηση µε το h1.
Β. Ο οριζόντιος σωλήνας του σχήµατος (β) έχει

διατοµή µε επιφάνεια ΑB και στην κατεύ-
θυνση ροής του υγρού φέρει στένωση µε επι-
φάνεια διατοµής Α∆.

i. Να βρεθεί η πίεση του ρέοντος υγρού στη
στένωση.

ii. Πώς συσχετίζονται µεταξύ τους οι πιέσεις pΒ

και p∆ σύµφωνα µε το νόµο του Bernoulli;
iii. Να βρεθεί η πίεση p∆ σε συνάρτηση µε το h.

9

Η διαφορά πίεσης προκαλεί την άσκηση δύναµης F, (αεροδύναµη), κάθετης
στην επιφάνεια των φτερών. Όταν η κατακόρυφη συνιστώσα της δύναµης, Fα

( δυναµική άνωση) είναι µεγαλύτερη από το βάρος του αεροπλάνου, αυτό
ανέρχεται.

• Θεώρηµα Τorricelli.

Ένα ανοικτό δοχείο περιέχει υγρό. Σε βάθος h
από την ελεύθερη επιφάνεια του υγρού
υπάρχει µικρή τρύπα από την οποία το υγρό
βγαίνει µε ταχύτητα υ. Με εφαρµογή της
εξίσωσης του Bernoulli µεταξύ του σηµείου Α
της ελεύθερης επιφάνειας και του σηµείου Β,
που ανήκουν στην ίδια ρευµατική φλέβα,
υπολογίζεται η ταχύτητα εκροής υ από το
σηµείο Β. Βρίσκεται ότι είναι ίση µε αυτήν που θα είχε αν αφηνόταν να πέσει
ελεύθερα από το ίδιο ύψος, δηλαδή . Το συµπέρασµα αυτό είναι
γνωστό ως θεώρηµα Torricelli.

gh

2

2=υ
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Απάντηση

Aá. Για να σχετίζονται µεταξύ τους δύο πιέσεις µå ôï íüìï ôïõ Bernoulli πρέπει να
áíÞêïõí óôçí ßäéá ñåõìáôéêÞ öëÝâá. Αυτό συµβαίνει µόνο στα σηµεία Α και Β. Το
σηµείο Γ δεν ανήκει στο κινούµενο ρευστό και η πίεσή του δεν µπορεί να
συσχετισθεί µε τις πιέσεις των Α, Β µέσω της εξίσωσης του Bernoulli.

β.Ç ðáñáôÞñçóç üôé äå óõìâáßíåé ìåôáêßíçóç ñåõóôïý ìåôáîý ôùí óçìåßùí Β êáé Γ ìáò
ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé ç äéáöïñÜ ðßåóçò ìåôáîý ôùí äýï óçìåßùí åßναι ìçäÝí Þ
pB=pΓ. ¼ìùò .

¢ñá: (1)

Βi. Óå ïñéæüíôéï áãùãü èåùñïýìå τον όρο ρgh ίδιο για όλα τα σηµεία µιας φλέβας
áíåîÜñôçôá áðü óôåíþóåéò. ¸ôóé ï íüìïò ôïõ Bernïulli ãéá ôçí ïñéæüíôéá öëÝâá
ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá σηµεία B , ∆ ãñÜöåôáé:

(2)

ii. Οι ταχύτητες ροής του υγρού στα σηµεία Β και ∆ σχετίζονται µε την εξίσωση της
συνέχειας.

(3)

Με αντικατάσταση στη σχέση (2) για την πίεση στη θέση ∆ βρίσκουµε:

Επειδή ΑΒ>Α∆ το περιεχόµενο της παρένθεσης είναι αρνητικό και p∆< pΒ.

iii. Αν στη στένωση υπήρχε κατακόρυφος σωλήνας και η στήλη σχηµάτιζε ύψος h2,
σύµφωνα µε την (1) θα είχαµε

Επειδή p∆< pΒ ισχύει h2<h1, εποµένως, αν στη στένωση υπήρχε κατακόρυφος
σωλήνας η στήλη θα σχηµάτιζε µικρότερο ύψος από αυτό του υπάρχοντος.(
Βλέπε απαντηµένο θέµα..........)

Eίναι αλλαγµένο. Προσπάθησα να το προσαρµόσω σε αυτό που θέλεις να δείξεις
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2

Η δεξαµενή του σχήµατος περιέχει
νερό και είναι ανοικτή στην ατµό-
σφαιρα. Το νερό διοχετεύεται µέ-
σω του οριζόντιου σωλήνα σταθε-
ρής διατοµής στο σηµείο εξόδου Γ.
Το ύψος του νερού στη δεξαµενή
είναι H και θεωρούµε ότι κατά την
εκροή του νερού από το Γ το ύψος
Η δεν µεταβάλλεται. Nα βρείτε:
α. την ταχύτητα εκροής από το σηµείο Γ.
β. τις πιέσεις στα σηµεία Β1 και Β2 του σχήµατος .
γ. Να ερµηνευτούν τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος β.

Απάντηση
α. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Bernoulli για µια φλέβα νερού που διέρχεται από τα

σηµεία Α και Γ.

Επειδή pA=pΓ=patm και υΑ=0, η παραπάνω σχέση γίνεται

β. Εφαρµόζουµε το θεώρηµα Bernoulli για την φλέβα νερού από το Α µέχρι το
σηµείο Β1 που η πίεση είναι p1.

(1)

Έχουµε: pA=Patm, υΑ=0 και υΒ1=0 .

Με αντικατάσταση στη σχέση (1) προκύπτει

Εφαρµόζουµε την εξίσωση του Bernoulli για την οριζόντια φλέβα νερού που
διέρχεται από το σηµείο Β2 και την έξοδο του σωλήνα, σηµείο Γ.

(2)

Ο οριζόντιος σωλήνας είναι σταθερής διατοµής, οπότε σύµφωνα µε την εξίσωση
της συνέχειας , επίσης pΓ=patm

Με αντικατάσταση στη σχέση (2) , προκύπτει pΒ2=patm.

ρυ ρυ

Β

Β Β Γ Γ

Η

2
2

2
21

2

1

2
+ = +

p

p p

a

ρΒ Η1 = +

+

p p g

p

atm

1

2

1

2
2ρυ ρ ρ

A

A A

p

p gh

+

+ + =

Γ

υυΒ Β

Β

1
2

1+ p

1

2
22ρ ρυ υ

ρ

gh gH

p

= = ⋅

+

Γ ΓÞ

1

2

1

2
2 2

2

ρυ ρ ρυ

ρ

A A

A

p gh p

g

+ + = +

=

Γ Γ

Γ

1111 H ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ BERNOULLI

reusta-c(1-12):kef-11 OHP.qxd 29/12/2015 5:53 μμ 11



γ. Τα σηµεία Β1 και Β2 παρότι είναι πάρα
πολύ κοντά έχουν αισθητά διαφορετικές
πιέσεις, δηλαδή φαίνεται να υπάρχει
ασυνέχεια στην τιµή της πίεσης καθώς
περνάµε από το δοχείο στο σωλήνα. Αν
δηµιουργήσουµε τις δύο κάθετες διατο-
µές που διέρχονται από τα σηµεία Β1 και
Β2 θα έχουµε την εικόνα του σχήµατος.
∆ηλαδή, όσο είµαστε µέσα στο δοχείο οι
ρευµατικές γραµµές είναι αραιές και µόλις αυτές εισέρχονται στο σωλήνα
πυκνώνουν απότοµα. Έτσι, αν γράψουµε την εξίσωση του Bernoulli µεταξύ των
σηµείων Β1 και Β2, θα έχουµε µια απότοµη αύξηση της ταχύτητας ροής και άρα µια
απότοµη πτώση της πίεσης. Ο συλλογισµός ότι τα σηµεία Γ και Β1 βρίσκονται στο ίδιο
οριζόντιο επίπεδο και άρα πρέπει να έχουν την ίδια πίεση είναι λανθασµένος, καθώς
η προηγούµενη πρόταση ισχύει µόνο για ρευστά που βρίσκονται σε ισορροπία.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3
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